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1. Convenciones y Notacién

La dimensiéon del espacio-tiempo se denota por D y consideramos letras griegas para indices
espacio-temporales p, v,... = 0,1, ..., D — 1. Mientras que letras latinas para indices espaciales i, j, ... =
1,2,...,D — 1. La métrica del espacio-tiempo se denota por g,, y la métrica de Minkowsi por 7,
Ademas, consideramos signatura (—,+,+,...,+) y el sistema de unidades donde ¢ = 1. En caso de
buscar una mayor rigurosidad y anélisis, se recomienda revisar las referencias proporcionadas al final.

2. Deduccion de la Métrica

En la presenta seccién buscamos la soluciéon mas general posible a las ecuaciones de vacio de
Einstein que verifique lo siguiente: Debe ser maximalmente simétrica, es decir que la dimension del
espacio vectorial del grupo de isometrias (vectores de Killing) sea D(D + 1)/2. Se exige que la métrica
sea estacionaria y estéatica. Las dos condiciones mencionadas se pueden definir estricamente como: Un
espacio-tiempo se dice estacionario si existe un grupo uniparamétrico de isometrias, ¢;, cuyas curvas
sean de tipo tiempo tal que representan una simetria temporal traslacional, o equivalentemente, un
espacio-tiempo estacionario es aquel que posee un vector de Killing de tipo tiempo, £. Por otra parte,
un espacio-tiempo se dice estatico, si es estacionario y adicionalmente existe una hipersuperficie de
tipo espacio, I, que es ortogonal a las curvas temporales del grupo de isometrias (ﬁgura, lo cual se
resume en Le¢gu,, = 0, donde L¢ es la derivada de Lie con respecto al campo & [1].

o

Figura 1: Esquema de un espacio-tiempo estatico: Las curvas temporales (rojas, grupo de isometria)
son ortogonales a la hipersuperficie espacial 3.

Esto tiene una gran implicaciéon, ya que el elemento de linea no posee términos cruzados entre tiempo
v espacio del tipo dtdz*. Por tanto, el elemento de linea general del tipo,

D—-1
12 = Y fulah,a")detde?, (1)
w,v=0
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con f,, funciones de todas las coordenadas, puede reducirse al siguiente caso,

D-1
ds® = foo(z")dz dzy + Z fij (@', 27 da'da? . (2)
4,j=1

donde las funciones sélo dependen del espacio.

Atn mas, exigiremos que el espacio-tiempo sea esféricamente simétrico. Rigurosamente, se dice
esféricamente simétrico si el grupo de isometrias contiene un subgrupo isomorfo al grupo especial
ortogonal (D — 1)—dimensional, SO(D — 1) y las curvas de este grupo son (D — 2)—esferas [1|. Por
tanto, la métrica es invariante bajo rotaciones y ésta induce una métrica proporcional al elemento de

linea de la (D — 2)—esfera, SP~2. “Graficamente” puede entenderse que la parte espacial se divide en
sub-esferas (figure [2).

y(D-1)

SD-Z

Figura 2: Esquema de un espacio-tiempo (D — 1)—dimensional con simetria esférica.

En D = 3 (R?), la métrica de la 2—esfera de radio unidad es,
dQ3 = db? + sin? Odyp? (3)
mientras que en (D — 1)—dimensiones, tenemos,
d03_y = dO? + sin® 01 (d63 + sin® O (d03 + sin® 3 x ... x (d6%_5 +sin®Op_3df}_,))).  (4)

donde la base es {61,609, ...,0p_2}. Por simplicidad notaremos al elemento de linea por dQ2p_o. Cabe
resaltar que en el espacio euclideano usual, r, representa el radio de la esfera desde el origen, mientras
que en espacios-tiempo curvados, una esfera no necesita un centro. Ejemplo, la variedad puede ser R x
SP=2y no RP~1. Con esto en mente diremos que, 7, es la coordenada radial pero que no necesariamente
representa el radio de una esfera. Considerando la simetria esférica, el elemento de linea se reduce a la
formas:

ds® = —f(r)dt* + h(r)dr? + r?dQ}_, |, (5)

donde r € [0,00[ y t €] — 00, 00[. Ahora, la fisica del problema cambia si se introduce la constante
cosmolégica o no. En particular, nos interesa hallar la solucién de vacio mas general posible que sea
estatica, maximalmente simétrica con simetria esférica y constante cosmolégica no nula
A, que satisfaga,

1
Rag — igaﬁR + gagA =0. (6)

donde R, y R son el tensor de Ricci y la curvatura escalar, respectivamente. A partir de ahora,
tomamos D = 4 tal que:

{a"y = {a% 2! 2% 2y = {t,,0,0}, rP=22+y"+2% 0€[0n], pelo2a] (7)

Considerando la métrica en cuestion, los simbolos de Christoffel vienen dados por,

1
Gy = igaé (0v98s + 095 — Os9p+) - (8)



Para la componente temporal, o = 0, tenemos,

1
I%, = 59" (33950 + 9sgr0)

donde el dltimo término es nulo ya que la métrica no depende del tiempo. Ahora, si 8 = ~, se sigue,

0 00 0

ya que Jgggo = 0 para todo valor de 3. Es decir, que todos los elementos de la diagonal de Fgﬂ son
nulos. Ahora, si 5 # v y ademas indices espaciales, se tiene,

1
Ty = 5900 (93gi0 + Digjo) = 0 =| T =0},

ya que no existen términos cruzados en la métrica, esta es nula para toda la parte espacial. S6lo nos
interesa la parte temporal. Consideremos 8 # -, tal que los Unicos términos que no se anulan son
cuando 8 =00 v =0, es decir

1
F%O = 590085900 79 0< ﬁ =1.

Por tanto, los simbolos del tipo Fg ;3 Dboseen Gnicamente dos componentes no nulas dadas por,

L
2f(r)

0 _ 10 _
I_\10_F01_

o f(r) (9)

Ahora nos encargamos de la componente radial, es decir,

1
Ty = 59" (D951 + Fpg1y — D1937) -

tomando 8 # 7, se tiene la expresion,

11(

1
Iy, = 29 (03951 + 0591)

Notese que si § =0 o v =0 la expresion siempre se anula, es decir,

Lo, =0 p#0.

Ahora consideramos, (3,7, indices espaciales tal que,
1 _ Ly
;= 59 (059i1 + 0ig1;) 5

que claramente se anulan para 4, j = 2,3 ya que no hay términos cruzados de ningin tipo en la métrica.
Sii=107j=1 tenemos,

1
T} = 59113191'1’

que se anula para todo ¢ # 1. Es decir, que exceptuando la diagonal, todos los términos espaciales son
cero. Esto se resume,

M =T =0 prv (10)

Ahora nos enfocamos en la diagonal. Es decir, 5 = =, tal que,

1
F,IW = 5911 (26,uglu - 819,uu) .



Sip=0,1,2,3, tenemos los simbolos no nulos para F}W,

1 1
Fl _ _ - 11 —
00 59 01900 () o1f(r),
1 1
L = 2g"9ig1 = —— b
11 29 01911 2h(r) 1 (7“)7 (11)
T}y = —191131922 - o’ = ——
22 2 2h(r) h(r)’
1 1 rsin? 6
Fl __ -1 _ 2 . 92 _ '
11 29 01933 rh(r)al (r*sin”0) B

Para las componentes angulares; es necesario enfatizar que los simbolos de Christoffel son los
ya conocidos simbolos para la 2—esfera que pueden consultarse en cualquier referencia de geometria
diferencial, métodos matemaéticos, etc. Por lo tanto sélo se afiadiran. Asi, los resultados se resumen a
continuacion:

o, | mmar 0 00| - 0 omme 00
0 0 00 0 0 =m0
0 0 0 0 0 0 0 _7‘]511(1;)9
o o e 0 oo e
Bw=1 0 1/ 0 0 SR I B
0 O 0 —sinfcosh 0 1/r cotf 0

Ahora, para resolver el problema es necesario hallar el tensor de Ricci y la curvatura escalar. En
principio existen muchas componentes pero nos enfocamos en las diagonales ya que nos permiten hallar
la curvatura escalar. Asi, la forma general del tensor es,

A (12)

A
Ry, = RS, = 9,10, — 9,I%, + 1%, I's, — " ')

opv p

Para la componente 0 = v = 0 tenemos,
Roo = 8, — ol + FZAFSO — 5.

donde cada término viene dado por,

/ 1/
1 f'hr f
@,Fgo — 81F00 — _W + ﬁ
&J‘ZO =0.
fl f/2 f/h/
FﬁAF(J\O =T Tgo + T1iT00 + 3100 + 31000 = h + Ahf + A2
12
5.0 = Lol + Doy oo = T
tal que,
f/h/ f// f/ f/2 flhl f12 hlf/ f/ f/2 f/l
0="5m Y on Ton T ans T anZ T 20 0= Y T anf o (13)

Considerando ¢ = v = 1 tenemos,

Ryy = 0,1 — 811121 + ngri\l - Flljxrl)ﬁ-
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donde cada término viene dado por,
h/2 R

1
0,y = Oil'yy = o2 T on
12 " 12 "
p_ 0 1 f f h h 2
81Fp1 =01y, +0il'}; = _TfQ + ﬁ o2 + on 2
f/ h/ 2 h/
P20, = (09 + T + T3, + T8 T, = (2f e
P A 0 10 1l 2 12 3 3 2 7 n?
oI =Tlor + iy + 1905 + 13l = 2 + i + e
por tanto,
h/2 h/l f/2 fl/ h/2 h// ) f/hl h12 h/ 2 f/2 h/2
Ry=-——t L 22 2 R AN
= omtogy o Tyt T T gy T T 2 T e
f/2 n h/f/ f// (14)
Ryu=-5+—+ -
4f rh  4hf 2f
Considerando ¢ = v = 2 tenemos,
Rgy = 8,15, — 0oy + rgAFQQ — 15,1
donde cada término viene dado por,
1 rh
OpThy = 013y = o
32FZ2 = 82F§2 = Dy cot§ = — csc? 6.
2 rf  rh
FZ,\Fé\z = (01 + Tqq + T3y +T5;) T3y = “h T onf  2m2
2

por tanto,

1 i/ 5
= —_—— - 9_7_ e
R 5 T hesc R o 9
1 rh  rf

_ 2 2
Rao = csc H;COt 9_E+27h2_ ohf
1 rn rf
Ryp—1— Ly 1|

- n T onE T ong

(15)

Finalmente, tomemos ¢ = v = 3 tal que,
Rsg = 0,1y — 0515 + rgArgg — 5T

donde cada término viene dado por,
sin?f  rh/sin%@

h+ h?

9,8, = 0135 = sin® 6 — cos® 0 —
93103 = 0.
rf'sin?@  rh/sin?@  2sin®6
o f 2h2 no

FZ,\F?);S = (01 + iy +T5; +T5;) T35 + T35 = —cos” 0 —

2sin” 6
Sl;; — 2cos? 6.

Fg,\rﬁ?, =T51T33 + 35055 + D3al5 + T35 =



por tanto,

22 ! o3n2 ! 2

R33:Sin20—COS20—SH;19+rh ZIQH 9_00520_7@1;19_“‘

rh'sin?@  2sin?0  2sin?6 9
[ 2h2 - n + h +2CO§ 9, (16)

1 rf i
. 9

—sin20(1- - — |

Has = sin < 3 2hf+2h2>

Resumiendo, las componentes diagonales del tensor de Ricci son,

B! f! / 2 "
fioo == 4l£+i£"_fhf+f

2 ' 1l "
Ry = Z{f2+h+2hj;_§f' )
R33:sin20<1—}1l—;{}—|—;:;>.

Asi, el escalar puede obtenerse mediante,

R= gaﬁRaﬁ = gooRoo + QHRH + g% Ry + g% Ras,

1

R———R R R ——— Rj33,

7 oo—i-h 11+ 22+ 2 5in2 0 33

h, / / 2 " 2 h/ h/ ! "
R:f_f+f_f+f++ff

ARZf  rhf | 4hf2 2hf ' 4hf AnZf  2hf

PR TN (NS S O
SN2 92h 2R 2hfr r2h  2hfr = 2rh?’

2 2 2/ 12 2h/ h/l "
rR=2_2 20 SO 2 NPT

T2 2h rhf ' 2nf2 T rh2 ' 2R2f  Rf

Finalmente, la curvatura escalar corresponde a,

2 2 2f/ f/2 2h/ h/f/ f/l
| |
22 2h okt Confe T n Y an2f T hg (18)

Ahora, previo a introducir los elementos encontrados en las ecuaciones de campo, es conveniente ex-
presar A en términos de la curvatura escalar. Usando la ec. @ se sigue,

1 1 R
9P Rop — 5gaﬁgaﬁR+gaﬁgaﬁA =0=R-AR+4A=0= A= 7,

tal que las ecuaciones de campo se escriben como,

1 1 1 1
*gagR + ga,gA = Rag gagR + gagR = Rag — ZQO‘BR =0\ (19)

Ra5—2

Ahora procedemos a reemplazar los resultados obtenidos. Usando las componentes temporal y radial
del tensor de Ricci, tenemos,

Roo — iQOOR =0 g11
= Ry1 — =—Rgy = 0. 20
{ Ry —j9uR =0 . (20)



Reemplazando Rgg v Ri1, se sigue,

12 / Y 1" 1 gt / 2 "
P <_hf+f f f>:o,

a2z Ty gt T T T T

12 / 1 gl 1" gt / ”2 "
f £+hf N f f

J _Jy_ _ CA—,
a2 o Ty T2 T Ty 4f2+ !
f/
ﬁ:
donde se ha obtenido la ecuacién,
f C
—+——O:> Inh=1Inf+cst= h(r)= .
n "=

Para evitar la constante, podemos redefinir el tiempo como t — v/Ct o sin pérdida de generalidad,
basta tomar C' = 1. Por tanto, la métrica viene dada por,

ds® = —f(r)dt* + f<1r)d7“2 + r2d3. (21)

Con esta consideracion, Ry se reduce a,

h/f/ f/ f/2 f//
R = _— i
0= 2 T Tanf T2

_ fgf' ff f’2 ff”
T4 (f>+r_4+ 2 (22)
_ fl2 ff/ f/2 ff// _ f/ f//
By e :’Rﬂo—f<r+z>'
mientras que la curvatura escalar,
_ 2 2 2f/ f/2 2h/ hlf/ fl/
B= =y g Tone Tome Taney g
2 2f 2f P 2p Iy (1
—n e e (5) e (5) -
_2ef 2ff fo2f 2, _ 2 Af"
BRI Ry I T Mg e [
Resumiendo, se tiene Rgp y R como
Roo=f<f+f2>,
2 ' Af! (23)
R:ﬁ(l_f)_ . - f".

Ahora, podemos resolver la ecuacién de Einstein para a = § = 0 y hallar una ecuacién diferencial para
f(r), esto es,

1

Roo—zgooR:O,

f" fl2 A
1(F+g) 1 fRu-n-F-r]-o
ff’ fr" o f o
Tyt =0

rlee Za-n)=o
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Para no tener una solucién trivial, exigimos que el corchete sea nulo y por tanto debemos solucionar

la siguiente ecuacion diferencial,
2

r2

82
aJ:«(;) - %f () +

Para simplificar el problema se toma el cambio de variable r» = €f, tal que dr = eldt y asi las derivadas

= 0. (24)

vienen dadas por,

02 (0 0
a2~ ¢ \ae o)

Reemplazando,

- %fm - % =0= e 2 (Eﬂf - af) —2e7 M f+e 20, (25)

or?

ot? ot
el problema a resolver (a coeficientes constantes) es del tipo,

o’f(t) _ 9f(t)

- ——= =2f(t) = -2. 26
Por ser a coeficientes constantes, buscamos primero la solucion homogénea, h(t), mediante el polinomio
caracteristico,
0?h(t)  Oh(t) 9 2
———==2h(t) =0=X-A-2=0 A= 27
ot? ot ®) -1 (27)
por tanto, h(t) es de la forma,
h(t) = Ae* + Be . (28)

Para hallar la solucién general, asumimos una f del tipo f(t) = h(t) + C, tal que verifique (26)),
entonces,

9%f  Of d9*h  Oh
57 g M =2m g -5 2 =26 C=1
=0

Asi, la solucién general para f viene dada por,

t=Inr

ft)=Ae* + Be 7t + 1= f(r) = A 4 B/ 41 = f(r) = Ar? + ? + 1.

Ya que, r = 0, es un punto interior del dominio, debemos exigir B = 0 para evitar divergencias.
Ademis, elegimos la constante A = 1/L? donde L es otra constante. Asi, el resultado més general al
problema viene dado por el elemento de linea,

2

1

ds’ys, = — <1 + ) dt® + ——dr® + r2d03 | (29)
AdS4 L2 1 + %22 2

El elemento de linea se conoce como el espacio-tiempo de Anti de Sitter en coordenadas globales
{t,r,0, v} que ademés es invariante bajo SO(1, D —1). Aun més, con la forma de f, el escalar de Ricci
viene dado por,

2 aft ., 2 r? 4 (2r 2 —12 12
R=10 (1=7) r / r2 L? r \ L2 L2 L2 i L2 (30)

Mientras que la constante cosmolégica es,




Por tanto, AdS es un espacio-tiempo de curvatura escalar y constante cosmologica negativas. Cabe
resaltar que la expresion (29)) es perfectamente generalizable a D—dimensiones, y esta viene dada por,

r? 1
sy, = — (1 + L2> dt* + o dr? +r2dQ% | (32)
2

donde el cambio se da en el espacio ambiente inducido por la (D — 2)—esfera y ahora r? = (2!)? +
(2)2 + ... + (P12 = Z?;ll(xi)Q es el radio de la hyperesfera. Ademas, la curvatura escalar y la

constante cosmolégica vienen dadas por,

D(D-1) ,_ (D-D(D-2)

R=-—
N 212

(33)

Cabe resaltar que las coordendadas aqui utilizadas se conocen como coordenadas globables ya que
cubren todo el espacio de Anti de Sitter.

3. El Espacio Hiperbélico

El espacio-tiempo AdSp es conocido por ser un espacio-tiempo hiperbélico con dos componentes
temporales. Para demostrar ello, primero consideremos R? en coordenadas esféricas. Asi, el elemento
de linea es,

da® + dy* + dz* = dr® + r?(d6? + sin® 0d¢?) = | da? + dy® + d2* = dr® + r?dQ3 | (34)

En RP~! se tiene algo similar,
dride; = (deb)? + (dz?)? + ... (dzP~1)?% = dr® + r2d03_,. (35)

A partir de las expresiones descritas, se tiene la siguiente relacion,

r2d03, o = da'dz; — dr? (36)

Introduciendo esta ultima en el elemento de linea (32)), se sigue,

2
1
dshys, = — <1 + T> i’ + " dr? + r2dQ2,_,,

L2 %22
2
1 A
:—<1—|—T2) dt* + = dr® — dr? + dz'da;,
L L2
r? 2 1 2 i
=—(1+—5|dt"+ > — 1) dr® +dz'dx;,
1+ %
:—<1+ 2>dt —mdr "‘diﬁzdxi,
2 [ dt\> T 2 ,
_ 2 2 ) - 2 (25 )
= (\/L +T> <L) <m> dr® + dz'dx;,

Ahora introducimos la siguiente identidad,

t t
cos? <L> + sin? <L> =1.



Por tanto,

ds%gs, = — (\/ L2+ r2>2 I:COS2 (2) + sin? (2)} (%)2 — ..
2
(ﬁ) [(:os2 (2) + sin? (2)} dr?® 4 dz'da;,
_ﬂﬁuwm@ﬁquéﬁm@yqy

VI (L) 4] s A A R
.. — —+ r4sin Z f + \/‘L?j_i_ﬂcos z r + dx Ti.

Ahora, procedemos a anadir el siguiente cero,

v (2] e (1))« e ()2 e

tal que la métrica toma la forma,

ds%gs, = — { [\/ L? + r2 cos <

=~
N———
~| &
no
S
S
+
=
[\
@,
Y
h
N———
U
I;l
no
_|_

s
N———
2 o~
N —

~
Nl =

<

S

&,

B
Y
S
N————
=N

3
_
& H,—/

+..,2 [\/ L2 + r2 cos (

- { Vi (1)

t t
— [\/LQ—i—rzsin <L> } { "
que se puede simplificar considerando el binomio,

I L+7L2+ sin

(
b= [T () (2]

2 L
r t ¢\ dt]? :
N o _ 12 240 [ 2] & [
[ L2—|—7“QCOS<L)dT L*+r sm<L> L] + dx'dx;.
Ademas,

Lt t\ dt t
d <sm L) = cos (L> I d (cos L)

—sin (2) %, d (m) !

\/Lijdr.
Reemplazando, se sigue,
dsidSD = - [\/T—H”Qd <sin z> +d (\/T—H“Z) sin (2)]2 — ..
_d (\/m) cos (2) + \/T—i—?”?d (cos z>]2 + da'da;,
tomando en cuenta la regla_del producto para las derivadas,
dsidSD = — _d <\/msin z)} i — [d (\/mcos z>] i + dz'dx;.
Ahora, definimos las siguier;tes coordenadas,
A \/msin %,
ZP = /L2 412 COS%, (37)
A




dondei=1,2,....D -1y ZD 1(Z7)? = 2. Asi, la métrica se escribe como,

D—-1

dshas,,, = —(dZ°)? = (dZP)* + ) "(dZ')*| (38)
i=1

Notese que la métrica AdSp es la métrica inducida de un espacio hiperbdlico con constante cosmolégica
negativa de (D + 1)—dimensiones donde 2 coordenadas son temporales. Ademés este espacio-tiempo
verifica,

D-1
(Z°2 + (2P = Y (') =1?%| (39)
i=1

La ecuacién describe un espacio-tiempo invariante bajo SO(2, D — 1) que corresponde al grupo de
isometrias del hiperboloide cuya apertura (escala de AdS) esta regulada por el valor de L. En D = 4,
el espacio-tiempo AdSy es generado por un espacio ambiente de 5 dimensiones.

4. Otras Coordenadas Globales

Un cambio de coordenadas que cubre completamente el espacio-tiempo AdS viene dado por el
cambio de variable,

d
% =sinhp = fr = cosh pdp,

donde p € [0, 00[. Ademas,

2 d 2
cosh?p—sinh’p=1 = 1+ —2 = cosh? p, ! — = L2dp°.
L 1+ 7

Asi, el elemento de linea , se escribe de la forma,

ds%dsD = —cosh? pdt® + L? (dp2 + sinh? deQD_Q) , (40)

5. Coordenadas de Poincaré

Las coordenadas de Poincaré o parche de Poincaré, son un conjunto de coordenadas que a diferencia
de las ya mostradas, éstas no cubren enteramente el espacio de Anti de Sitter, solamente una porcion.
Vienen dadas por,

2 z
2, 42 2
L N R e (41)
2 22 ’
L
Z = —z*. pn=0,1,....D—2

z

donde {7} = {x 22, ...,2P~2} son coordenadas transversales a la coordenada z = J:D , v verifican

» D=2y -
7= > (1Y) I Para hallar el elemento de linea en las coordenadas , es conveniente

reescribirlo como,

D—-1
dshas,,, = —(dZ°)? — (dZP)* + ) (dZ')?
=1

(42)

D—2

= —(dZP)? + (dZP71)? — (dZ°)? + Y (7,
=1

2

2En D = 4 tenemos & = {z,y} mientras que z = z, tal que &* = z2 + 2

11



donde simplemente hemos sacado el término (D — 1) de la suma. Ahora procedemos a hallar los
diferenciales,

L L
dzZF = ——atdz + —dat,
z z

L2 2 1,2
(A2 = T ()22 + T (da#)? — 2 dadat
z z

Notese que,
D—2 2 D-2 72 D=2
2 (dZ%)? = —dz Z Zl(dml)z —25dz 2 a'dx’,
1= 1= 1=
W N—— N——
=1 =dz? =Z-dZ
L2 2

L
= S %d + —cr2 2= (& - d¥)dz.
Z z

anadiendo la componente temporal, tenemos,

o2 L2 L2 L2
—(dZ°)? + ) (d7')? = t2d 2 _ —dtQ +2gtdzdt+ — L2 + - d*2 — 27( -di)dz,
=1
L’ 2 oy g2, L 2 =2 L? = g
=1 (—t* + %) dz + 3 (—dt* + di?) —2gdz(~tdt+ - dF).
Por tanto, tenemos hasta ahora,
0\2 = i\ 2 L2 2 2 2 L2 2 2 L2
—(dZ°)* + Z(dZ’) =1 (—t* 4+ 2%) dz* + = (—dt* + d?) —2;dz(—tdt—|—f-d:i’). (43)
i=1

Para calcular los términos restantes del elemento de linea (42]), es conveniente calcular primero las
siguientes expresiones,

ZD_ZDlz'Z(HW)_Z(l_M)
2 22 2 ’

L2—t2+£2+L2+t2—f2 L?

D po1_ I?
= =—=|Z7 277 = —
2z 2z z z
por otra parte,
D D—1 E L —t2+f2 z _L2+t2 .i'Q
Z°+ 7 5 <1 + 5 5 1 2 ,
P-4+ LP+2-7
=z
22 22 ’
t2 =2 t2 =2
=4 +x ZD + ZD 1 Z+ +x
z z
Tomando los diferenciales, se sigue,
L2
azP —dzP = - —5dz,
—t dt + 7 - d¥ —t2 + 72
07" 4 dzPt = U :”—< Rl —1>dz.
z z
Ahora podemos calcular el producto, para obtener,
—(dZP)? 4+ (dzP~1)? = (dzP~t — dzP)(dzP~t + dzP),
L? —tdt + T - d¥ —t2 + 72
2dz[2 T $< —21-53 1)dz},
z z z
L? L? L?
=2 dz(—tdt A7) — =5 (—t* + 72) d2? + = d2>.
Z3z( + & - d7) z( x)z—l—ZQz

12



Con los resultados calculados, se sigue que el elemento de linea viene dado por,

D— 12 2

L
—(dZP)? 4 (dzP~1)? — (d2°)* E:dZ’ _Q—dz( tdt+ - dZ) — = (17 + %) d2* + ...
z

L? L? L L?
o =3d2? = (7 4+ 8P) d2P + =5 (—dt? + di?) — 2=5dz (—tdt + F - dT)
z 24 z z

L2

2
= Dy £ (~d? +d7?) = 25 (d=* — di? + d?)

Asi, la métrica de AdS en coordenadas de Poincaré es de la forma,

L2
ds%gs, = = (d2* — dt* + di®) |, (44)

donde es necesario recordar que di? corresponde a la suma de los diferenciales de (D —2)—coordenadas
transversales a z. Notese que los dos ultimos términos de (44)) corresponden a la métrica de un espacio
plano de (D — 1)—dimensiones. Asi, elemento de linea se puede reescribir como,

L2
dsidSD = (d2* + nudatdz”) |, (45)

siendo 7, la métrica del espacio de Minkowski con (D —1)—dimensiones. Ademas, el elemento de linea
(45) permanece invariante bajo los cambios,

t—kt, z—kz, a'—=kz', Ek>0. (46)

Como caso particular, si D = 4, tenemos {Z} = {z,y} con elemento de linea,

L2
ds%s, = ?(—dtZ + dr* + dy* + d2?) (47)

Ya que z = 0 es un punto excluido del elemento de linea , AdS queda divido en tres regiones como
se muestra en el diagrama de Penrose (ﬁgura. La regién z > 0 se denomina el parche de Poincaré.

t =0,

0 N

const.> 07

Vi
i
.1

0

P

=

Figura 3: Diagrama de Penrose para el espacio AdS tomado de [2]. Tipo espacio (t = const) y tipo
tiempo (z = const). Cada region esta determinada por el signo de z y separadas por horizontes de
Cauchy (lineas punteadas). El parche de Poincaré corresponde a la regiéon para z > 0.
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6. La Frontera de AdS

La mayor parte de este anilisis ha sido basado en el tutorial de Javier Garcia, de su
curso “Curso de Relatividad General” que puede consultarse en la referencia [3].

El espacio-tiempo AdS posee un sin numero de curiosidades y el objetivo de la presente seccién es
estudiarlas. Comencemos por analizar el movimiento de la luz y las particulas materiales en geodésicas
dentro de AdS, haciendo uso de las coordenadas globales en el elemento de linea .

dsidSD = —cosh? pdt® + L? (dp2 + sinh? deQD_Q) . (48)

Por tratarse de la luz, se cumple ds = 0 tal que,

2
cosh?p [ dt\? dp\?* ., (d93_,
— | =5y ] +sinh®p
L? dA dA dA
siendo A un parametroﬂ Ahora, podemos considerar el vector momento D—dimensional de la luz,

k = kte, = (KO, E) Donde k0 = % es la componente temporal y k las componentes espaciales de
(D — 1)—elementosﬂ Ademas, el elemento de linea posee el killing temporal,

£=a.

Ya que la métrica es estacionaria. Asi, la energia del fotén E, puede obtenerse de la forma,

pos dt E
k-E=—FE= kP, e = k" gu = k'goo= —E = | — = ——— |
k-¢ € " €0 9uo goo ax costh

Ademaés, por tratarse de vectores nulos, se cumple k - k = 0, es decir,

dt\?  datdad dt\? dp\? = fda\?
Ek=0e0= ad e T leoshZp (=) =12 (22 S gi (o) |
k-k=0s0 g°°<dx> T x| o p(dA) <d>\> +i:29 <d>\)

Notese que el problema a resolver consiste en hallar D funciones en términos de A para luego conectarlas
a todas. Ya que el espacio AdS es esféricamente simétrico, podemos analizar el problema de forma radial
sin perder generalidad. Ya que, todas las direcciones son equivalentes desde este punto de vista. Asi,
las ecuaciones a resolver, vienen dadas por,

dt  FE

ax cosh? p’ dp E . E
@_icoshpﬂ dX Lcoshp S e L + 20
d\ L ax

Considerando la identidad cosh? p — sinh? p = 1, obtenemos,
E \2
cosh?p =1+ <)\0 + L)\> .

Para el tiempo, se sigue,

dt E E E
dX  cosh®p 14 (N EN) 1+ (Mo 2N

3Cuando se estudia particulas materiales, el parametro es el tiempo propio T pero en este caso para la luz no se tiene
dicho concepto y se parametriza de forma genérica.

- 1 2 D—1 . R L. - )
“En estas coordenadas tenemos k = (%, %, e de ) En D = 4 con simetria esférica k = (Z—j\, %, %).
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Para integrar tomamos el cambio de variable u = A\g £ %)\ — du = :l:%d)\, tal que,

d
t:iL/ Y _ +Larctanu,
1+ u?

E
t —to = £ L arctan ()\0 + LA) ,

E
t — tg = Larctan (L)\ + )\0> ,

donde %y es una constante de integracion y hemos usado el hecho que la funcién tangente es impar.
Asi, obtenemos,

E
Z)\ + N = tan(t — to) . (49)

Consideremos la condicion inicial p(t = 0) = 0, entonces,

E
+ A=
oE FA=0,

= FAE A = tan(—to) = tantyg =0 & .

E
f)\ + )\0 = tan(—to)

Analogamente, exigimos p(A = 0) = 0 implicando Ag = 0. Finalmente, considerando que p € [0, o],
las ecuaciones se reducen a,

E
sinhp = f)\’
- [y =] 0
tan(t) = f)\

Ahora, con la ecuaciéon del movimiento del fotén, es de interés saber el tiempo que le toma a este
alcanzar el infinito, es decir cuando p — oo.

8
—
|
—
~—

S

p—+00 p—+00 p—00

lim t(p) = lim arctan (Sinh p) = lim [;r — (Sinh p)—(2n+1)] :

o0

) 1 > (—1)n 2 2t
_T_ Z R P - :
2 p—>00 2n —|— 1 smh p) n+ 2 p—0 =0 2n+1 \eP —e P

oo 2n+1
s (71)” 2 ™ T
= — — 1’ EE—— = = = 1’ t - = |
2 g 2 + 1 poros <ep - ep> 2 pr00 2 2

=0

donde hemos utilizado la serie del arctan(z) de la forma,

T ()"
arctans = 3 — Z Yo, 1307(271“), |z| > 1.
-0

Asi, hemos obtenido que el tiempo necesario para que un foton alcance el infinito es t(p — 00) = /2.
Es decir, un observador que envia un fotén al infinito, puede recibirlo nuevamente en un incremento de
tiempo At = w. Anédlogamente, un evento el infinito puede influenciar a un observador en un tiempo
finito. Esto es totalmente diferente a muchos espacios, en donde, para alcanzar el infinito se requiere
un tiempo infinito.

Ahora, estudiamos particulas materiales de masa m y momento P = Pte, = (
con 7 el tiempo propio. Usando el vector de Killing, tenemos,

dt da! dﬂcD*l)
dr’ dr >’ dr

- dt dt E
P.&=pPH =m— _— =
£-¢ Jub =1 dr mcosh?p

=—-F=
dTgoo
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mientras que del elemento de linea (radialmente) tenemos,

A dp\?
—dr? = — cosh? pdt? + L%dp? = |cosh? p <d) —1=1L? (p) .
T

Asi, debemos resolver,

2 1/2
d/):il[E_l] ‘
dr L

m?2 cosh? p

La ecuacion diferencial en cuestion no es sencilla de abordaif’] Sin embargo, su primitiva no es necesaria
para el analisis ya que podemos estudiar los casos limites. Primero, si p = 0, tenemos,

:i% <5L)2—1, (51)

tal que la tasa de variacién de p con respecto al tiempo propio siempre es mayor que cero si £ > m.
Lo cual tiene sentido. Ahora, consideremos que la particula se va al infinito, es decir p — 0o, entonces,

@
dr

p=0

dp i
— +—eC. 2
dr - < (52)

L

p—00

Este resultado es contra intuitivo, ya que la tasa de variacién al ser compleja carece de interpretacion
fisica. Esto implica que una particula material no puede alcanzar el infinito en un tiempo finito y
atn mas, la distancia que puede recorrer esta limitada por la energfa total disponible, es decir cuando
dp/dr = 0.

E

d
i =0« |pg =cosh™! () , (53)
m

dr

P=PE

donde pg es la densidad de energia para un valor fijo de E. Los resultados en cuestion, permiten intuir
que en p — oo deberia existir algun tipo de “frontera”. Para analizarla procedemos a tomar un cambio
de variable inspirado en las geodéiscas de la luz, de la forma,

tan y = sinh p —

o2 de = cosh pdp. (54)

tal que el elemento de linea toma la forma,

ds’s, = — cosh® pdt* + L? (dp® + sinh? pd2}, ,) |

d 2
ds? s, = — (1 +tan? x) di® + L2 | —— 4 tan® xdQ3_, | |
—— cos? x (1 + tan” x)
=1/cos?x N————’
=1/cos? x
1 dx? sin? x
ds%as, = — dt* + L? 3
SAdSp cos? x * cos? x T o x P2

dsads 2 1 dt 2 . 9 9
( ; D> :COSQX -7 +sin” x dQp_,

Sin perdida de generalidad, podemos definir un nuevo tiempo 7' = t/L y ds = dsaqs,, /L, tal que el
elemento de linea en las nuevas coordenadas viene dado por,

1

ds® = 5
cos? y

(=dT? + dx* + sin® x dQF_,) | (55)

®La integraciéon puede consultarse en el anexo, seccién @
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Notese que la métrica cumple: p=0= x =0y p = 00 = x = 7/2. Es decir, x € [0,7/2[ tal que la
métrica tiene una frontera en 7/2. Entonces, se dice que un espacio tiempo dotado de una métrica,
Juv, tiene una frontera conforme, si es del tipo,

1

uv = th/, (56)

donde hy, es una métrica regular con frontera y ¢ (z) es una funcién con un cero z“ = x, siendo x
algin punto del espacio-tiempo. Y ademads, 1, verifica lo siguiente,

» (xz) > 0 es positiva en los puntos interiores a la frontera.

» (z%)|x = 0 se anula en la frontera.

» Og(x®)|x # 0 su primera derivada es diferente de cero en la frontera.

Bajo este criterio, podemos concluir que posee una frontera conforme en x = /2.

7. Aproximandonos a la Frontera

Habiendo determinado la frontera, ahora nos interesa estudiar la fisica cercana a esta. Para ello,
nos aproximamos considerando x = xo < 7/2, siendo yo un valor menor a 7/2 pero tan cercano como
queramos. En dicho caso, el elemento de linea toma la forma,

1
ds® = — —dT? + dx§ +sin? xo dQF_, (57)
COS“ X0 ~ =
N—— =0 w1
>1
Ya que siempre es posible redefinir el elemento de linea, consideramos dsg = cos?xods® como el

elemento de linea cercano a la frontera. Por tanto,
dsi = —dT? + dQ%_,. (58)
Para tener una mejor visualizacién del espacio tiempo, consideremos D = 4, entonces,
dst = —dT? + db? + sin?  dp?. (59)

El espacio al ser maximalmente simétrico, puede ser analizado desde el plano ecuatorial § = 7/2 (Ya
que tenemos el Killing £ = €;). Por tanto,

dsip = —dT? + dy*. (60)

Aun mas, si el dngulo ¢ es fijado sobre la frontera, notese que la métrica dependeré tinicamente de dT
y serfa una linea vertical en la que sélo corre el tiempo. Considerando que el Angulo azimutal esta en el
intervalo ¢ € [0, 27[, la frontera es un cilindro de longitud infinita cuyo frontera es de tipo tiempo (time-
like). Cabe resaltar que si xy < 7/2, la métrica en cuestion describe AdS pero cuanto més cercano sea
a /2, nos acercamos a la frontera conforme. Por tanto, podemos concluir que en la frontera la métrica
es localmente plana y puede considerarse como el espacio-tiempo de Minkowski (~ —dt? + dz?) con
mismo grupo de isometrias. Ademas, para el caso general D—dimensional, la frontera tiene topologia
R x SP—2
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ds?~ — dt? + dx?

AdS Minkowski

ta

NS

I . K=

—00

Figura 4: Representacion del espacio de Anti de Sitter en 3 dimensiones.

8. Espacio-tiempo de Schwarzschild y su Conexién con AdS

En la presenta seccién buscamos la solucidon més general posible a las ecuaciones de vacio de Einstein
que verifica las condiciones ya mencionadas. La diferencia ahora es que exigiremos que la constante
cosmologica sea nula A = 0, tal que partimos del elemento de linea,

ds® = — f(r)dt* + h(r)dr® + r2dQ% _,|.

Donde las componentes del tensor de Ricci son las dada por , es decir,

hf! / 2 "
ROO__4I£+l£“_fhf+;z'

12 ’ et "
31121;24-:%4-25;—5]0.
R22:1_2+;i}z;_%f'
R33:Sin20<1—;—%+gfb;>.

Ahora, a diferencia de AdS buscamos resolver,

1
Raﬁ - §ga,3R = 07

que ademas verifica,

2
Asi, el problema se reduce a solucionar,

1
9P Rop — gaﬁgaﬁRzo:»R—§R=0:»R=o.

Rap = 0. (61)
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Considerando o = 8 = 0, 1, tenemos el sistema,

h/f/ f/ f/2 f// i h/f/ f/ f/2 " .
{Roo =0. ) Tyt =0 ) Ty iy —ap oy =0
Ry =0. T S (R N0
H ittty - =0 et mtamyr =0

Sumando ambas ecuaciones, obtenemos,

W dh  df
rh+rf O:>h f:>nh nf+C=|h(r)

kﬁ
< Ql

donde C' es una constante que puede elegirse como la unidad o simplemente redefinir las variables en
cuestion. Asi, el elemento de linea es de la forma,

1
ds* = —f(r)dt* + o dr? +r2dQh_, |
Con el resultado obtenido, tenemos que Ros se reduce a,
1 rh  rff
S
Raz h ' 2nZ 2hf’
rf? 1 rf’
—1— A i
reo(s) -
/ !/
:1—f—%—%:>’R22:1—f—rf’.

Ahora resolvemos la ecuacion de Einstein Roo = 0, tal que,

Ras =0,
df(r) _
1—f(r)—r o =0,
- L =0
d
L) =1,
rf(r)y=r+A= f(r)zl-i—é.

Para determinar la constante A, debemos recurrir al limite Newtonianoﬂ Consideremos una perturba-
cién estacionaria hy, sobre la métrica de Minkowski, 7, es decir,

uv = Nuv + huw (62)

siendo |hy,| < 1. Nos referiremos a esto como orden ¢ tal que €2 ~ 0. Asf el analisis se considera s6lo
a primer orden en . Los simbolos de Christoffel vienen dados por,

(6 1 (04
T, = 51° (Oyhss + Ohsy — Dshsy)

donde claramente no aparecen derivadas de 7,, ya que es constante. Ahora nos enfocamos en las
geodésicas,

d?at p dz® daP B

@ T es g ar T

Para p = 1 siendo ¢ cualquier coordenada espacial, tenemos,

d*z’ ;. dz dz? ; dx™dx™ ;. dad d ; dx® da! B

- 4 - = o4, 4 -
2 % ar dar M dt dt R ar at Y dt dt
5En el contexto de la Relatividad General el limite clasico consiste en asumir que el espacio es aproximadamente el
espacio de Minkowski y que ademaés las velocidades son pequeias en comparacioéon con la velocidad de la luz.
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donde j # k, 1 # 0, y ademas hemos considerado que en el limite clasico 7 &~ t. Asi dz°/dr ~ 1 mientras
que las componentes de la velocidad son de orden . Al multiplicarse por los simbolos de Christoffel
pasan a ser ~ O(e®) y ~ O(£?) para el altimo término. Entonces, la aproximacion viene dada por,

A2zt

_ 1 ..

Por otra parte, de la mecénica Newtoniana, tenemos,

L7 27 | 2 ,
F=m——s=-VV=m—m=|—5=-00|
maE = TV = = e

donde i = 1,2,...,D — 1, m es la masa, V = m® la energia potencial y ® el potencial Gravitatorio.
Comparando con la expresiéon de las Geodésicas, tenemos,

Ta' = 19hg L j
2 277 S TR = —0'® = hoy = —20.
djfg _ 5 59 hoo 00

donde la constante de integracion es nula ya que se exige que el potencial sea cero en el infinito. Dentro
del limite clésico, tenemos,

A M
900_7700+h00:>—<1+> :—1—2<I>:>A:2r<b:—2rG—:> A= -2GM |,
T T

donde hemos utilizado la forma del potencial gravitatorio newtoniano. Finalmente, hemos obtenido
la soluciéon més general posible en D = 4 que es maximalmente simétrica, estacionaria, estatica, con
simetria esférica y constante cosmolégica nula cuyo elemento de linea es,

2GM 2GM\
ds%H=—<1— G )dt2—|—<1— ¢ ) dr® +dQ3 |. (63)

T r

El resultado obtenido es conocido como el agujero negro de Schwarzschild y posee dos discontinuidades,
una removible en r = 2GME] conocida como horizonte de eventos y una no removible en r = 0,
denominada singularidad. Este resultado puede generalizarse a D—dimensiones, como,

2GM 2GM\
dS2BHD = — (]_ — TD3> dt2 + <1 — 7’[)3> dTQ + dQQD_Q . (64)

La solucién de Schwarzschild-de Sitter

Previamente, se obtuvo que al anadir la constante cosmolégica, la solucién de vacio més general
era el espacio de Anti de Sitter siempre y cuando existiera continuidad en » = 0. Sin embargo, si 7 =0
es una singularidad no removible del espacio-tiempo, tenemos el elemento de linea,

2 o2GM 2 oM\ !
ds?‘ldS—BH = - <1 + % - T‘) dt? + <1 + % - T> dr? + T2d937 (65)

mientras que en D—dimensiones,

2 oGM 2 9gM\ !
dstaas-pry, = ~ (1 + % - TD_3> dt® + (1 + % - TD_3> dr® + r?dQ3,_,. (66)

"El sistema de coordenadas en donde es posible remover esta singularidad se conoce como la extension de Kruskal-
Szekeres y puede estudiarse en el curso de Javier Garcia de la referencia [4].
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9. Anexo

Buscamos realizar la integral del tipo,

dp , E?
f:/ﬁv “ =
costh_

Comenzamos por usar la identidad cosh? z — sinh? z = 1.
d
o
a
cosh? p —1
cosh p

cosh p
v a? — cosh” p Va2 —1—sinh?p

Ahora tomamos el cambio de variable Va2 — 1z = sinh p — Va2 — 1dx = cosh pdp, tal que la integral
es de la forma,

(67)

cosh p
I = d,O ;
Va2 — 1 —sinh?p
a? —1

a dm\/(cﬂ— 1) — (a2 —1)2?’
:/dx Va? -1
V(a2 —1)v1— a2’
B dx
) VI =22

= arcsin (z) + C,

inh
= arcsin <smp1> +C,

a? —

donde la ultima integral es directa ya que su primitiva es el arcsin(z). Por tanto, obtenemos el resultado,

sinh p
E2
/ £

Notese que el resultado es real siempre y cuando % —1>0.

I = arcsin

+C (68)
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